
H28練習問題５の解答例

1.（1） tAAAAAA = AAAtAAA = III を示せばよい。
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同様に，AAAtAAA = III より，行列 AAAは直交行列である。

（2）AAAが直交行列であるとき，tAAAAAA = AAAtAAA = III が成り立つので，| tAAAAAA|= | tAAA||AAA|= | III|= 1．(同様に |AAAtAAA|= |AAA|| tAAA|=
| III|= 1)．

一方，| t AAA|= |AAA|であるので，| tAAA||AAA|= |AAA|2 = 1．以上から，|AAA|=±1．

2. ‖AAAaaa‖2 = (AAAaaa , AAAaaa) = t(AAAaaa)(AAAaaa) = t aaa tAAAAAAaaa = t aaaIII aaa = t aaaaaa = (aaa , aaa) = ‖aaa‖2

3. 求めるベクトルを xxx = t(x1 , x2 , x3 , x4)とおく。題意より< xxx , vvv1 >=< xxx , vvv2 >=< xxx , vvv3 >= 0であるので，この

同次連立方程式を行基本変形を用いて解いて一般解を求め，その解を正規化すればよい。
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以上から，x1 =−c , x2 =−2c , x3 = 0 , x4 = c（cは任意定数）となるので，xxx = c t(−1 ,−2 ,0 ,1)を得る。正規化す

ると，次のベクトルが得られる。正規化は平方根を求める計算を含むので，±がつくことに注意する。
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4. A = {aaa1 , aaa2 , aaa3}は正規直交基底であるから，(aaai , aaa j) = δi j
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（P.9クロネッカーの記号）

（1）xxxと aaa1 の内積を求めると，正規直交基底の性質から，

(xxx , aaa1) = (x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3 , aaa1) = x1(aaa1 , aaa1)+ x2(aaa2 , aaa1)+ x3(aaa3 , aaa1) = x1

が得られ，同様にして (xxx , aaa2) = x2 , (xxx , aaa3) = x3 が得られるので，これらの関係より，

xxx = (xxx , aaa1)aaa1 +(xxx , aaa2)aaa2 +(xxx , aaa3)aaa3

が成り立つ。

（2）‖xxx‖2 = (xxx , xxx) = (x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3 , x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3)

= (x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3 , x1aaa1)+ (x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3 , x2aaa2)+ (x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3 , x3aaa3)

= x2
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（3）xxx = bbbとおき，さらに (bbb , aaa1) = k1 , (bbb , aaa2) = k2 , (bbb , aaa3) = k3 とおくと，(1)より bbb = k1aaa1 + k2aaa2 + k3aaa3 とな

るので，‖bbb‖2 = k 2
1 + k 2

2 + k 2
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左辺 = (ccc , aaa3)
2 = (bbb− (bbb , aaa1)aaa1 − (bbb , aaa2)aaa2 , aaa3)

2 = (bbb− k1aaa1 − k2aaa2 , aaa3)
2 = (bbb , aaa3)

2 = k 2
3

右辺 = (ccc , ccc) = (bbb− k1aaa1 − k2aaa2 , bbb− k1aaa1 − k2aaa2) = ‖bbb‖2 − k 2
1 − k 2

2

以上から，(ccc , aaa3)
2 = (ccc , ccc)が成り立つ。

【補足】

この問いは，テキストの 6.3グラム・シュミットの直交化法 (P.150)に関係します。具体的には，定理 6.3（正規直交

基底の存在）に示されている式の意味を問う問題です（下図参照）。



図が示すとおり，ベクトル cccは aaa1 および aaa2 と直交しているので，aaa3 との成す角は 0または π です。したがって，ccc

を正規化すると±aaa3 となります。

なお，ベクトル空間 RRRn における任意の基底 {aaa1 , aaa2 , · · · , aaan}から生成される RRRn の正規直交基底 {ccc1 , ccc2 , · · · , cccn}
は，標準基底からなる正規直交基底 {eee1 , eee2 , · · · , eeen}とは異なることに注意してください。
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5. φAAA(λ ) =
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=−(λ − 4)(λ + 2)2 であるので，固有値は λ1 = 4 , λ2 = λ3 =−2（重複度 2）．

λ1 = 4に対する固有ベクトルは，
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より，ppp1 = c1
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λ1 =−2に対する固有ベクトルは，
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以上から，１次独立な固有ベクトルを３個並べてできる正則行列 PPP = [ ppp1 , ppp2 , ppp3 ]が求める行列である。このとき，

任意定数 c1 , c2 , c3 の値は 0でない適当な値で良く， c1 = c2 = c3 = 1としている。

【補足】n次正方行列 AAAが対角化可能とは

AAAが１次独立な n 個の固有ベクトルをもつとき、これらのベクトルを列にもつ正則行列 PPP により，AAA と相似な行列

BBB = PPP−1AAAPPPが対角行列となることである。

以下は，対角化可能であるための必要十分条件に関する証明ではなく，固有値を対角成分にもつ対角行列と，その固

有値に属する固有ベクトルを列にもつ n次正則行列との関係を説明するものです。

BBB = PPP−1AAAPPPが対角行列となる理由は，AAAの n個の固有値を λ1 , λ2 , · · · , λn（重複度が niの固有値はすべて別の固有

値とする），これらの固有値に属する固有ベクトルを ppp1 , ppp2 , · · · , pppn （重複度が ni の固有値に対しては，ni 個の１

次独立な固有ベクトルがある）とすると，それぞれの固有値と固有ベクトルの組について

AAAppp1 = λ1 ppp1 , AAAppp2 = λ2 ppp2 , · · · , AAApppn = λn pppn

である。式の両辺はいずれも n次列ベクトルであり，各式の左辺のベクトルと右辺のベクトルをそれぞれ第 1列から

第 n列まで順に並べた n次行列は，

[AAAppp1 AAAppp2 · · · AAApppn ] = [λ1 ppp1 λ2 ppp2 · · · λn pppn ] ⇐⇒ AAA[ ppp1 ppp2 · · · pppn ] = [ ppp1 ppp2 · · · pppn ]
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となる。PPP = [ ppp1 ppp2 · · · pppn ]であり，また，
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とおくと，

AAA[ ppp1 ppp2 · · · pppn ] = [ ppp1 ppp2 · · · pppn ]
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となるので，BBBは AAAの固有値を対角成分にもつ対角行列である。

なお，異なる固有値に属する固有ベクトルは１次独立である (P. 170定理 7.6)ので，固有値 λi に対する固有空間の次

元が重複度 ni に等しければ，すなわちW (λi) = ni (P. 177定理 7.12)が成り立つならば，１次独立な固有ベクトルは

全部で n個あることになる。


