
H28年度応用数学 I 前期１試験解答例

1.（a）○

（b）○

（c）×　 f は線形写像⇒ f (000) = 000′．逆は偽。例えば f (x) = x2 なら f (0) = 0であるが， f は線形写像ではない。

（d）○

（e）○

（f）×　 |tAAAAAA|= |AAAtAAA|= |AAA|| tAAA|= |AAA|2 = |III|= 1．したがって，|AAA|=±1．

（g）○

（h）○

　

2. 与えられた同次連立１次方程式を AAAxxx = 000と表し，係数行列 AAAを行基本変形すると，
[

1 1 4 3 −4
2 2 −1 −3 1

]
→

[
1 1 4 3 −4
0 0 −9 −9 9

]
→

[
1 1 4 3 −4
0 0 1 1 −1

]

→
[

1 1 0 −1 0
0 0 1 1 −1

]
→

[
1 0 1 −1 0
0 1 0 1 −1

]

最後の変形で，変数 x2 と x3 を入れ替えた。rank AAA = 2であるので，任意定数の数は n− rank AAA = 5− 2 = 3である。

x2 = c1 , x4 = c2 , x5 = c3 とおくと，x1 =−c1 + c2 , x3 =−c2 + c3 が得られる。以上から，

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4
x5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦= c1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−1
1
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+ c2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
−1
1
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+ c3

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
1
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , （c1 , c2 , c3は任意定数）

3.（1）bbb = x1aaa1 + x2aaa2 とおき，x1 , x2 を未知数とする連立１次方程式を行基本変形で解くと，

[
1 2 2
3 5 3

]
(a)−−→

[
1 2 2
0 −1 −3

]
(b)−−→

[
1 2 2
0 1 3

]
(c) , (d)−−−−−−→

[
1 0 −4
0 1 3

]

　 (a)第２行－３×第１行，(b) (−1)×第２行，(c)第１行－２×第２行

以上から，x1 =−4 , x2 = 3が得られるので，bbb =−4aaa1 + 3aaa2 .

（2）線形写像の性質と，与えられた f (aaa1)および f (aaa2)の像をもちいると，

f (bbb) = f (−4aaa1 + 3aaa2) =−4 f (aaa1)+ 3 f (aaa2) =−4
[

4
7

]
+ 3

[
5
8

]
=

[−1
−4

]

（3）表現行列の導出式にしたがって，行列の各成分を求めればよい。

f (aaa1) = f11aaa1 + f21aaa2 ⇒ f (
[

1
3

]
) = f11

[
1
3

]
+ f21

[
2
5

]
⇒

[
4
7

]
= f11

[
1
3

]
+ f21

[
2
5

]

より， f11 , f21 について (1)と同様に解くと， f11 =−6 , f21 = 5が得られる。

f (aaa2) = f12aaa1 + f22aaa2 ⇒ f (
[

2
5

]
) = f12

[
1
3

]
+ f22

[
2
5

]
⇒

[
5
8

]
= f12

[
1
3

]
+ f22

[
2
5

]

より， f12 , f22 について同様に解くと， f12 =−9 , f22 = 7が得られる。

以上から，

F =

[−6 −9
5 7

]
.



［別解］

表現行列の導出式から，[ f (aaa1) f (aaa2) ] = [ aaa1 aaa2 ]F が得られる。したがって，

F = [ aaa1 aaa2 ]
−1 [ f (aaa1) f (aaa2) ] =

[
1 2
3 5

]−1 [4 5
7 8

]
= (−1)

[
5 −2
−3 1

][
4 5
7 8

]
=

[−6 −9
5 7

]

これは，上記の２つの連立１次方程式をまとめて解いたことと同じである。

（4）与えられた bbb，(2)で求めた f (bbb)，そして (3)で求めた F を用いると，

f (bbb) = f (
[

2
3

]
) =

[−1
−4

]
, Fbbb =

[−6 −9
5 7

][
2
3

]
=

[−39
31

]
より， f (bbb) �= Fbbb .

であるが，その理由は下記のとおりである。

まず，標準基底 E = {eee1 , eee2}に関する f の表現行列 Gを求める必要がある。旧基底を A，新基底を E として，

基底の取り換え行列 Pを P : A −→ E とすると，［新基底］＝［旧基底］Pの公式より，
[

1 0
0 1

]
=

[
1 2
3 5

]
P ⇐⇒ P =

[
1 2
3 5

]−1

= (−1)
[

5 −2
−3 1

]
=

[−5 2
3 −1

]
, P−1 =

[
1 2
3 5

]
.

一方，旧基底 A に関する f の表現行列 F と新基底 E に関する f の表現行列 Gとの間には，G = P−1FPが成り

立つので，

G = P−1FP =

[
1 2
3 5

][−6 −9
5 7

][−5 2
3 −1

]
=

[ −5 3
−11 6

]
.

この表現行列 Gと bbbの基底 E に関する座標 bbbE = t [2 , 3]を用いれば，

f (bbbE ) = f (
[

2
3

]
) =

[−1
−4

]
, f (bbbE ) = GbbbE =

[ −5 3
−11 6

][
2
3

]
=

[−1
−4

]

となり， f (bbb) = Gbbbが成り立つ。ここで bbbの座標 bbbE は，元の数ベクトル bbbと同一である。

つまり f (bbb) = Fbbbが成り立たない理由は，標準基底 E に関するベクトルの座標 bbbE と基底 A に関する f の表現

行列 F を用いているからである。

［補足］

(2)で求めた基底A に関する bbbの座標 bbbA = t [−4 , 3]と基底 A に関する f の表現行列 F を用いると

f (bbbA ) = FbbbA =

[−6 −9
5 7

][−4
3

]
=

[−3
1

]
= (−3)×

[
1
3

]
+(1)×

[
2
5

]
,

となるので，bbbA の像 f (bbbA )の座標は t [−3 , 1]であることがわかる。

このことは，基底 A（旧基底）と基底 E（新基底）に関する座標の間に成り立つ関係 t [旧座標] = P t [新座標]，

から確かめられる。すなわち，

bbbA = PbbbE ⇒
[−4

3

]
=

[−5 2
3 −1

][
2
3

]

f (bbbA ) = P f (bbbE ) ⇒
[−3

1

]
=

[−5 2
3 −1

][−1
−4

]

である。

4.（1）

(aaa , bbb) = (a1eee1 + a2eee2 + a3eee3 , b1eee1 + b2eee2 + b3eee3)

= (a1eee1 + a2eee2 + a3eee3 , b1eee1)+ (a1eee1 + a2eee2 + a3eee3 , b2eee2)+ (a1eee1 + a2eee2 + a3eee3 , b3eee3)

=
3

∑
i=1

3

∑
j=1

ai b j (eeei , eee j) = a1b1 + a2b2 + a3b3



（2）

cosθ =
(aaa , bbb)
‖aaa‖ ‖bbb‖ =

1× 1+ 2× (−1)+1× (−2)√
12 + 22 + 12

√
12 +(−1)2 +(−2)2

=
−3√
6
√

6
=−3

6
=−1

2

以上から，θ =
2π
3
．

5.（1）φAAA(λ ) =−λ 3 +λ 2 + 2λ =−λ (λ − 2)(λ + 1)．

したがって，固有値は λ1 = 2， λ2 = 0， λ3 =−1．

λ1 = 2に属する固有ベクトルは，

⎡
⎢⎢⎣
−1 1 −1

1 −2 0

−1 0 −2

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣
−1 1 −1

0 −1 −1

0 −1 −1

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 2

0 1 1

0 0 0

⎤
⎥⎥⎦より，ppp1 = c1

⎡
⎢⎢⎣
−2

−1

1

⎤
⎥⎥⎦．

λ2 = 0に属する固有ベクトルは，

⎡
⎢⎢⎣

1 1 −1

1 0 0

−1 0 0

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 1 −1

0 −1 1

0 1 −1

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 −1

0 0 0

⎤
⎥⎥⎦より，ppp2 = c2

⎡
⎢⎢⎣

0

1

1

⎤
⎥⎥⎦．

λ2 =−1に属する固有ベクトルは，

⎡
⎢⎢⎣

2 1 −1

1 1 0

−1 0 1

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0

0 −1 −1

0 1 1

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 −1

0 1 1

0 0 0

⎤
⎥⎥⎦より，ppp3 = c3

⎡
⎢⎢⎣

1

−1

1

⎤
⎥⎥⎦．

（以上，c1 , c2 , c3 は任意定数）．

（2）行列 AAAの固有値はすべて異なっている。そして，対称行列の異なる固有値に対する固有ベクトルは互いに直交，

すなわち (ppp1 , ppp2) = 0 , (ppp2 , ppp3) = 0 , (ppp3 , ppp1) = 0，が成り立つ。

したがって，３個の固有ベクトルを正規化して得られる３個の単位ベクトルを列にもつ行列が，求める直交行列

である。具体的には，得られた固有ベクトルを正規化すると，

eee1 =
ppp1

‖ppp1‖
=

1√
6

⎡
⎣−2
−1
1

⎤
⎦ , eee2 =

ppp2

‖ppp2‖
=

1√
2

⎡
⎣0

1
1

⎤
⎦ , eee3 =

ppp3

‖ppp3‖
=

1√
3

⎡
⎣ 1
−1
1

⎤
⎦ ,

が得られ，これらの列ベクトル eee1 , eee2 , eee3 を用いて TTT = [eee1 , eee2 , eee3]とすれば，TTT は直交行列で，

TTT =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− 2√
6

0
1√
3

− 1√
6

1√
2

− 1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
．

ここに，TTT−1AAATTT = tTTT AAATTT =

⎡
⎢⎢⎣

2 0 0

0 0 0

0 0 −1

⎤
⎥⎥⎦．


