
H28レポート１解答例

1.（1）行列の階数は，行数以下でかつ列数以下である。すなわち，k ≤ mかつ k ≤ n．（P. 51定理 2.12）

（2） i. βk+1 = βk+2 = · · ·= βm = 0．このとき， rank [AAAbbb ] = rank [BBBccc ] = rank AAA = rank BBB = kが成り立つ。

ii. • 1 ≤ i ≤ k のとき，xi = βi − ck+1αi k+1 − ck+2αi k+2 −·· ·− cnαin

• k+ 1 ≤ i ≤ n のとき，xi = ci（任意定数の個数は，n− k = n− rank k）。

以上をベクトルで表すと，

xxx =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
...

xk
xk+1
xk+2

...
xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1
β2
...

βk
0
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ ck+1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−α1k+1
−α2k+1

...
−αk k+1

1
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ ck+2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−α1k+2
−α2k+2

...
−αk k+2

0
1
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ · · ·+ cn

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−α1n
−α2n

...
−αk n

0
0
...
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

【補足】

同次連立１次方程式 AAAxxx = 000は必ず解をもつ。

何故なら，bbb = 000なら rank [AAAbbb ] = rank [AAA000 ] = rank AAA となり，解をもつための必要十分条件を満たすからであ

る。あるいは，自明な解 xxx = 000は AAAxxx = 000の解である。

AAAxxx = 000の解 xxxは，上記の解の右辺第１項が 000ベクトルとなるので，第１項を除いた残りの n− k個の n次列ベク

トルの１次結合で表せる。これを AAAxxx = 000の一般解という。また，n− k個の列ベクトルの一つひとつを基本解と

いう（P. 45一般解と基本解）。

　

2.（1）

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

3 2 −1 4

7 6 −1 4

⎤
⎥⎥⎦

(a) , (b)−−−−−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

0 1 1 −4

0 −8 −8 32

⎤
⎥⎥⎦

(c)−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

0 1 1 −4

0 1 1 −4

⎤
⎥⎥⎦

(d) , (e)−−−−−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 −1 4

0 1 1 −4

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

(a)第２行－ 3×第１行，(b)第３行－ 7×第１行，(c)(−1/8)×第３行，

(d)第３行－第２行，(e)第１行－２×第２行

以上から，x1 = 4+ c , x2 =−4− c , x3 = c（cは任意定数）。

（2）

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

−1 2 3 4

−1 6 7 4

⎤
⎥⎥⎦

(a) , (b)−−−−−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

0 4 4 0

0 8 8 0

⎤
⎥⎥⎦

(c) , (d)−−−−−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1 −4

0 1 1 0

0 1 1 0

⎤
⎥⎥⎦

(e) , (f)−−−−−→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 −1 −4

0 1 1 0

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

(a)第２行＋第１行，(b)第３行＋第１行，(c)(1/4)×第２行，(d)(1/4)×第３行，

(e)第３行－第２行，(f)第１行－２×第２行

以上から，x3 =−4+ c′ , x2 =−c′ , x1 = c′（c′ は任意定数）。（xの添え字に注意する。）

（3）(1)の解をベクトルで表すと，
⎡
⎣

x1
x2
x3

⎤
⎦=

⎡
⎣

4
−4
0

⎤
⎦+ c

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦ .

一方， (2)の解をベクトルで表すと，
⎡
⎣

x1
x2
x3

⎤
⎦=

⎡
⎣

0
0
−4

⎤
⎦+ c′

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦ ,

(
⎡
⎣

x3
x2
x1

⎤
⎦=

⎡
⎣
−4
0
0

⎤
⎦+ c′

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦
)

.



ここで，例えば x1 = 4+ c = c′ より，(2)の解の c′ に 4+ cを代入すると，
⎡
⎣

x1
x2
x3

⎤
⎦=

⎡
⎣

0
0
−4

⎤
⎦+ c′

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦=

⎡
⎣

0
0
−4

⎤
⎦+(4+ c)

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦=

⎡
⎣

0
0
−4

⎤
⎦+ 4

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦+ c

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦=

⎡
⎣

4
−4
0

⎤
⎦+ c

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦ .

となり，(1)の解と同値であることがわかる。

【補足】

• 検算の必要性
得られた解が正しいかどうかを確かめるには，問題の式に解を代入してみれば良い。

問 2.(1)の解については，例えば与式の第１式に得られた解を代入して整理してみると，

x1 + 2x2+ x3 = (4+ c)+ 2(−4− c)+ c= 4− 8+ c− 2c+ c=−4

となるので，与式を満たしていることがわかる。

• ベクトルで表された解の意味（P. 46 連立１次方程式の解の構造）

問 2. の連立１次方程式 AAAxxx = bbbにおいて，bbb = 000とした同次式 AAAxxx = 000を解くと，
⎡
⎣

1 2 1 0
3 2 −1 0
7 6 −1 0

⎤
⎦→

⎡
⎣

1 2 1 0
0 1 1 0
0 −8 −8 0

⎤
⎦→

⎡
⎣

1 2 1 0
0 1 1 0
0 1 1 0

⎤
⎦→

⎡
⎣

1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

⎤
⎦

より，x1 = c , x2 =−c , x3 = c（cは任意定数）が得られ，解を xxx′ とおくと xxx′ は下式となる。

xxx′ =

⎡
⎣

x1
x2
x3

⎤
⎦= c

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦ .

一方，与えられた連立１次方程式 AAAxxx = bbbに 2. (1)で得られた解を代入すると，

AAAxxx =

⎡
⎣

1 2 1
3 2 −1
7 6 −1

⎤
⎦
⎡
⎣

x1
x2
x3

⎤
⎦=

⎡
⎣

1 2 1
3 2 −1
7 6 −1

⎤
⎦
(
⎡
⎣

4
−4
0

⎤
⎦+ c

⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦
)

=

⎡
⎣

1 2 1
3 2 −1
7 6 −1

⎤
⎦
⎡
⎣

4
−4
0

⎤
⎦+ c

⎡
⎣

1 2 1
3 2 −1
7 6 −1

⎤
⎦
⎡
⎣

1
−1
1

⎤
⎦=

⎡
⎣
−4
4
4

⎤
⎦+

⎡
⎣

0
0
0

⎤
⎦=

⎡
⎣
−4
4
4

⎤
⎦= bbb

となる。すなわち，AAAxxx = bbbの一般解 xxxは，

xxx = xxx0 + xxx′ = {xxx0：AAAxxx = bbbのひとつの解 }+ {xxx′：AAAxxx = 000の一般解 }

で構成されていることがわかる。

ちなみに 2. (2)では，AAAxxx = bbbのひとつの解として

xxx0 =

⎡
⎣

0
0
−4

⎤
⎦

が得られた。

xxx0 が一意に定まらないのは，AAA = [aaa1 , aaa2 , aaa3]とおいたときの３個のベクトルの組が１次独立ではないから，

あるいは，別の言い方をすると rank AAA = 2 < 3であるからである。

【注意】
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