
応用数学Ｉ　補足資料

グラム・シュミットの (正規)直交化
1 概要

W を RRRn の部分空間とし，{aaa1 , aaa2 , · · · , aaar }をW の基底とするとき，グラム・シュミットの (正規)

直交化法により，与えられた基底からW の正規直交基底 {ccc1 , ccc2 , · · · , cccr }を構成することができる。
テキストでは，はじめに直交基底 {bbb1 , bbb2 , · · · , bbbr }を求め，次にこれらを正規化して正規直交基底

{ccc1 , ccc2 , · · · , cccr }を得ているが，以下の説明では，{bbbi}を明示せずに直ちに {ccci}を得ている。

2 直交化の手順

1. aaa1 を正規化する。すなわち，ccc1 =
aaa1

‖aaa1‖ とする。
注意

テキストでは正規化を行わず，bbb1 = aaa1 としている。

2. 次の式により，{ccc1 , aaa2 }の張る部分空間（{aaa1 , aaa2 }の張る部分空間と同一の空間）に正規直交
系 {ccc1 , ccc2 }を生成する。
（1）aaa′2 = aaa2 − (aaa2 , ccc1)ccc1 とおく。

（2）aaa′2 を正規化する。すなわち，ccc2 =
aaa′2

‖aaa′2‖
注意

テキストでは，次式で bbb2 を定めているが，下式に示すとおり bbb2 = aaa′2 である。

bbb2 = aaa2 − (aaa2 , bbb1)

(bbb1 , bbb1)
bbb1 = aaa2 − (aaa2 , bbb1)

‖bbb1‖2 bbb1 = aaa2 − (aaa2 ,
bbb1

‖bbb1‖ )
bbb1

‖bbb1‖ = aaa2 − (aaa2 , ccc1)ccc1

3. 次の式により，{ccc1 , ccc2 , aaa3 }の張る部分空間に正規直交系 {ccc1 , ccc2 , ccc3 }を生成する。
（1）aaa′3 = aaa3 − (aaa3 , ccc1)ccc1 − (aaa3 , ccc2)ccc2 とおく。

（2）aaa′3 を正規化する。すなわち，ccc3 =
aaa′3

‖aaa′3‖
注意

テキストでは，次式で bbb3 を定めているが，下式に示すとおり bbb3 = aaa′3 である。

bbb3 = aaa3 − (aaa3 , bbb1)

(bbb1 , bbb1)
bbb1 − (aaa3 , bbb2)

(bbb2 , bbb2)
bbb2 = aaa3 − (aaa3 ,

bbb1

‖bbb1‖ )
bbb1

‖bbb1‖ − (aaa3 ,
bbb2

‖bbb2‖ )
bbb2

‖bbb2‖
=aaa3 − (aaa3 , ccc1)ccc1 − (aaa3 ,

aaa′2
‖aaa′2‖

)
aaa′2
‖aaa′2‖

= aaa3 − (aaa3 , ccc1)ccc1 − (aaa3 , ccc2)ccc2

式の意味

o λ

μ
λc1 + μc1

c1

c2

c3

a3’= a3 − λc1 − μc2

a3

(b1=a1)

(b2)

aaa′3 = aaa3 −λ ccc1 −μccc2 とおいて，aaa′3 が ccc1 と ccc2 に直交するよう

に λ と μ を定める。
すなわち，(aaa′3 , ccc1) = (aaa3 −λ ccc1 − μccc2 , ccc1) = 0より，

(aaa3 , ccc1)−λ (ccc1 , ccc1)−μ(ccc2 , ccc1) = (aaa3 , ccc1)−λ (ccc1 , ccc1) = 0

したがって，λ = (aaa3 , ccc1)．

同様に，(aaa′3 , ccc2) = 0より，μ = (aaa3 , ccc2)が得られる。

これらを元の式に代入すると，

aaa′3 = aaa3 − (aaa3 , ccc1)ccc1 − (aaa3 , ccc2)ccc2

4. グラム・シュミットの直交化法を aaa1 から aaar まで順に適用すると，

aaa′k = aaak −
k−1

∑
j=1

(aaak , ccc j)ccc j , ccck =
aaa′k

‖aaa′k‖
(1 ≤ k ≤ r )

として，正規直交基底 {ccc1 , ccc2 , · · · , cccr }が得られる。


