
H28練習問題４の解答例

1. P.126-127に従って式を立てたあと，行基本変形により連立１次方程式を解けばよい。[−3
2

]
= p11

[
2
1

]
+ p21

[
5
2

]
⇒

[
2 5 −3
1 2 2

]
→

[
1 2 2
2 5 −3

]
→

[
1 2 2
0 1 −7

]
→

[
1 0 16
0 1 −7

]
[

5
−3

]
= p12

[
2
1

]
+ p22

[
5
2

]
⇒

[
2 5 5
1 2 −3

]
→

[
1 2 −3
2 5 5

]
→

[
1 2 −3
0 1 11

]
→

[
1 0 −25
0 1 11

]

以上から，

PPP =

[
p11 p12
p21 p22

]
=

[
16 −25
−7 11

]
. また，QQQ = PPP−1であるから，QQQ =

[
16 −25
−7 11

]−1

=

[
11 25
7 16

]

【別解】

基底 A から基底B への取り替え行列 PPPは，[bbb1 bbb2] = [aaa1 aaa2]PPPを満たすので，

PPP = [aaa1 aaa2]
−1[bbb1 bbb2] =

[
2 5
1 2

]−1 [−3 5
2 −3

]
=

[−2 5
1 −2

][−3 5
2 −3

]
=

[
16 −25
−7 11

]

2.（1）(a) i. ，ii. =⇒ iii.を示す。

aaa′ = kaaa , bbb′ = lbbbとおくと，aaa′ , bbb′ は RRRn の元であるから，i. より f (aaa′+ bbb′) = f (aaa′)+ f (bbb′)である。
さらに，ii. より f (aaa′) = f (kaaa) = k f (aaa) , f (bbb′) = f (lbbb) = l f (bbb)である。

以上から， f (aaa′+ bbb′) = f (kaaa+ lbbb) = k f (aaa)+ l f (bbb)．すなわち，iii. が成り立つ。

(b) i. ，ii. ⇐= iii. を示す。

iii. において k = l = 1とおけば，左辺 = f (1aaa+ 1bbb) = f (aaa+ bbb)，右辺 = 1 f (aaa)+ 1 f (bbb) = f (aaa)+ f (bbb)である。

したがって， f (aaa+ bbb) = f (aaa)+ f (bbb)．すなわち，i. が成り立つ。

また，l = 0とおけば，左辺 = f (kaaa+ 0bbb) = f (kaaa)，右辺 = k f (aaa)+ 0 f (bbb) = k f (aaa)である。

したがって， f (kaaa) = k f (aaa)．すなわち，ii. が成り立つ。

（2）(1)より，i. かつ ii. あるいはこれらと同値の条件である iii. を満たすかどうかを調べればよい。ここでは条件

iii. が成り立つことを示す。

f
(
k

[
x1

x2

]
+ l

[
y1

y2

])
= f

([kx1 + ly1

kx2 + ly2

])
=

[
kx1 + ly1 + 2(kx2 + ly2)

2(kx1 + ly1)− (kx2 + ly2)

]
=

[
k(x1 + 2x2)

k(2x1 − x2)

]
+

[
l(y1 + 2y2)

l(2y1 − y2)

]
.

一方，

k f
([x1

x2

])
+ l f

([y1

y2

])
= k

[
x1 + x2

2x1 − x2

]
+ l

[
y1 + y2

2y1 − y2

]
=

[
k(x1 + 2x2)

k(2x1 − x2)

]
+

[
l(y1 + 2y2)

l(2y1 − y2)

]
.

以上から，

f
(
k

[
x1

x2

]
+ l

[
y1

y2

])
= k f

([x1

x2

])
+ l f

([y1

y2

])
が成り立つので， f は線形写像である。

3.

[
2

3

]
を

[
3

5

]
と

[
1

2

]
の１次結合で表す。すなわち，

[
2

3

]
= a

[
3

5

]
+ b

[
1

2

]
とおき，a , bを求めると，

a = 1 , b =−1を得る。

したがって， f
([2

3

])
= f

(
a

[
3

5

]
+ b

[
1

2

])
= a f

([ 3

5

])
+ b f

([1

2

])
=

[
4

3

]
−
[

3

−2

]
=

[
1

5

]
．



4.（1）

f
(⎡⎣x1

x2
x3

⎤
⎦)

=

⎡
⎣ 2x1 + x2 − x3

4x1 + 5x2 − 4x3
x1 + x2

⎤
⎦　より，

f (eee1) = f
(⎡⎣1

0
0

⎤
⎦)

=

⎡
⎣ 2

4
1

⎤
⎦ , f (eee2) = f

(⎡⎣0
1
0

⎤
⎦)

=

⎡
⎣ 1

5
1

⎤
⎦ , f (eee3) = f

(⎡⎣0
0
1

⎤
⎦)

=

⎡
⎣−1
−4
0

⎤
⎦

以上から，

AAA =
[

f (eee1) , f (eee2) , f (eee3)
]
=

⎡
⎣2 1 −1

4 5 −4
1 1 0

⎤
⎦

（2）RRR3 の３個の基底の f による像をそれぞれ求める。まず f (aaa1)については，

f (aaa1) = f
(⎡⎣−1

1
0

⎤
⎦)

=

⎡
⎣−2+ 1
−4+ 5
−1+ 1

⎤
⎦=

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦= f11

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ f21

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ f31

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦ ,

であるが，明らかに⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦= 1

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ 0

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ 0

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦ ,

であるので， f11 = 1 , f21 = 0 , f31 = 0である。

f (aaa2) , f (aaa3)についても同様に求めると，

f (aaa2) = f
(⎡⎣ 1

0
1

⎤
⎦)

=

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦= f12

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ f22

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ f32

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦= 0

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ 1

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ 0

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦ ,

f (aaa3) = f
(⎡⎣ 1

4
1

⎤
⎦)

=

⎡
⎣ 5

20
5

⎤
⎦= f13

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ f23

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ f33

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦= 0

⎡
⎣−1

1
0

⎤
⎦+ 0

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦+ 5

⎡
⎣ 1

4
1

⎤
⎦ ,

となるので， f12 = 0 , f22 = 1 , f32 = 0 , f13 = 0 , f23 = 0 , f33 = 5である。

以上から，

FFF =

⎡
⎣ 1 0 0

0 1 0
0 0 5

⎤
⎦

【別解】⎡
⎣−1 1 5

1 0 20
0 1 5

⎤
⎦=

⎡
⎣−1 1 1

1 0 4
0 1 1

⎤
⎦
⎡
⎣ f11 f12 f13

f21 f22 f23
f31 f32 f33

⎤
⎦ （ [ f (aaa1) f (aaa2) f (aaa3) ] = [aaa1 aaa2 aaa3 ] FFF ）

より，

FFF =

⎡
⎣−1 1 1

1 0 4
0 1 1

⎤
⎦
−1⎡

⎣−1 1 5
1 0 20
0 1 5

⎤
⎦=

1
4

⎡
⎣−4 0 4
−1 −1 5
1 1 −1

⎤
⎦
⎡
⎣−1 1 5

1 0 20
0 1 5

⎤
⎦=

⎡
⎣ 1 0 0

0 1 0
0 0 5

⎤
⎦

※この例のように，基底をうまく選ぶと，非常に簡単な表現行列になることがある。


