
同次連立１次方程式
1 同次式の解

次の同次連立１次方程式の解について考える．

AAAxxx = 000

ただし，AAAは，m× n行列，xxxは n項列ベクトル，000はすべての成分が 0の m項列ベクトルである．

解を得る手順は通常の連立１次方程式の解法手順と同様で、拡大係数行列 ÃAA = [AAA , 000]を行基本変形

（場合により列の交換を行う）により変形する．ただし，同次式では，bbb = 000であるので，AAAについての

み考慮すればよいので，ÃAA = [AAA]とする．

変形の結果，行列 AAAは下式のように変形される．

AAA =⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0 a1k+1 a1k+2 · · · a1n
0 1 · · · 0 a2k+1 a2k+2 · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 ak k+1 ak k+2 · · · ak n
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ここで，k = rank AAAである．

このとき，もとの同次連立１次方程式は，

AAAxxx =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0 a1k+1 a1k+2 · · · a1n
0 1 · · · 0 a2k+1 a2k+2 · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 ak k+1 ak k+2 · · · ak n
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
...

xk
xk+1
xk+2

...
xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
...
...
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

であるから，n− rank AAA = n− k = sとおき，xk+1 から xn までの s個の未知数を c1 から cs までの任意

定数とすると，未知数 xi (i = 1 , · · · , n)は，

x1 =−c1a1k+1 − c2a1k+2 −·· ·− csa1n

x2 =−c1a2k+1 − c2a2k+2 −·· ·− csa2n

... =
...

xk =−c1ak k+1 − c2ak k+2 −·· ·− csak n

xk+1 = c1

xk+2 = c2

... =
. . .

xn = cs

と求められる．



この結果を１個のベクトル xxx = t(x1 , x2 , · · · , xn)にまとめると，

xxx = c1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1k+1
−a2k+1

...
−ak k+1

1
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ c2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1k+2
−a2k+2

...
−ak k+2

0
1
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ · · ·+ cs

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1n
−a2n

...
−ak n

0
0
...
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

が得られる．右辺の各 n項列ベクトルを，

aaa1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1k+1
−a2k+1

...
−ak k+1

1
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, aaa2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1k+2
−a2k+2

...
−ak k+2

0
1
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, · · · , aaas =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1n
−a2n

...
−ak n

0
0
...
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

とおくと，xxxは簡単に，

xxx = c1aaa1 + c2aaa2 + · · ·+ csaaas

と表せる．

2 一般解と基本解

前出の同次連立１次方程式の解ベクトル xxxは，s個のベクトルの１次結合で表わされている．これを

AAAxxx = 000の一般解という．s個のベクトルのそれぞれは，第 k+ 1行から第 n行まで間で，互いに異なる

位置のひとつの成分が 1で，残りは 0であることから，これらの s個のベクトルの組は１次独立である．

一般解 xxxに対して，s個のベクトルのうちの任意の１個を方程式の特殊解という．ベクトル xxxは n次

元空間のベクトルであるが，方程式の解は，n次元空間に存在するすべてのベクトルのうちの一部であ

り，その集合は，解空間と呼ばれる n次元空間の部分空間である（下図参照）．解空間の次元は，xxxを生

成するのに必要な１次独立なベクトルの個数，即ち s個に等しいので，次元は sである．１個のベクト

ルからなる特殊解の一つひとつを，方程式の基本解という．

１次独立，部分空間，空間の次元等の定義は，第４章で述べられる．
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図 1 ３次元空間内の平面領域


