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8.1信号処理の基本概念

8.2計測システムと信号処理

1)信号とは、2)信号の分類、3)信号解析、(4)信号制御

8.5信号処理システムの実例

音源探査のシステム

8.3 信号処理システム
1)線形システム、2)時不変システム、3)たたみこみ、
4)線形時不変システム、5)因果システム、6) システ

 ムの安定性と因果性の判定

8.信号処理システム

8.4 システムの実現
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 dtetxX ti

 tx  X
フーリエ変換

逆フーリエ変換

通常周波数解析にはフーリエ変換を用いる。フーリ
 エ変換は次式のように定義される。

8.1フーリエ変換

時間領域 周波数領域
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(a) Model signal

(b)Power spectrum

条件：周期ではない一般関数ｆ（t）が－∞＜ｔ＜∞において区分的滑らかで、その無限積分

を満たす。
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   

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 dtetxX ti

左下図の信号の離散フーリエ変換を求めよ例題１
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【例題１】

時間領域では連続であり、周波数波数領域でも連続である

フーリエ変換とフーリエ級数とは何かが異なりますか
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周波数解析
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フーリエ級数：

フーリエ変換：
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フーリエ変換とフーリエ級数の関係

信号のパワースペクトル：
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X  時間領域では連続であ

 るが、周波数領域では

 離散かされている
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   
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
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1 deeXnx nii

   





n

nii enxeX 

離散時間フーリエ変換

離散時間逆フーリエ変換

 ieX周波数領域 nx離散時間信号

8.2 離散フーリエ変換

離散信号
 
の離散フーリエ変換は次式により定義されている。)(nx

注意：

 
この場合、時間領域では離散化されたが、周波数領域では連続である
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【例題２】 左下図の信号の離散フーリエ変換を求めよ
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周波数解析

   nxnx N 1,,1,0 1 Nn 

2  0  2  rad

0

5.0

1

0 4 N4N k

0
2 


N

X
N
(k

)

離散フーリエ変換と離散フーリエ級数の関係

0
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3
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1 2 N n

xN
(n

)

…

周期N

実際の信号解析には離散フーリエ変換、または離散フーリエ級数が良く使われている

離散フーリエ変換：

離散フーリエ級数：
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)()( iDTFT eXnx  　

（１）線形性

)]([)( nxFeX i 　

信号
 

とその離散時間フーリエ変換
 

の関係を)(nx )( ieX

)()()()( 2121
 iiDTFT ebXeaXnbxnax  　

8.3離散フーリエ変換の性質

)( ieX を以下のように表す
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kiiDTFT eeXknx    )()(
[証明]
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):( 任意の整数　k

(2)時間シフト

時間領域のシフトは周波数領域での位相変換に対応する
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[証明]

(3)たたみ込み
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(4)周波数シフト
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)()(  ii eXeX 　　

もし信号
 
が実数値であるならば、)(nx

)( ieX 
は

 
の複素共役)( ieX

極座標表現すると、
)(|)(|)(  iii eeXeX 　

)(|)(|)(    iii eeXeX 　

となる。

この性質は、
|)(||)(|  ii eXeX 　　

)()(  　
が成立することを意味する。

振幅スペクトルがω=0に対して
偶対称、位相スペクトルがω=0
に対して奇対称になる。

(5)周波数スペクトルの対称性



14

信号
 

の離散時間フーリエ変換が
 

であると
する。このとき、

 
の離散時間フーリエ変換を求めよ。

)(nx )]([)( nxFeX j 　

)cos()( 0nnx 

[解]  








 
n n

nininini eeenxennx  )(
2
1)()cos()( 00

0 　　

オイラーの公式

])()2/1()()2/1[( 00




 
n

nininini eenxeenx 

)()2/1()()2/1( )()( 00    ii eXeX

【例題３】
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
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




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Lt
Lt

tw L
t

||,0
||,)cos(1(

)( 2
1 

窓関数（ハンニング窓、幅：2L）

短時間フーリエ変換：

2),(
2
1),( 


iemXftE パワースペクトラム：

短時間フーリエ変換(発展）

フーリエ変換は時間に関する信号を周波数に関する信号へ変換する手法で、時間に

 関する情報を失ってしまう。時間と周波数の両方の情報を持つために短時間フーリエ

 変換が提案されている。

))sin())(cos(( ninnw  

逆短時間フーリエ変換：


  


2

0
),(

)(
1

2
1)( deemX

nwin
nx nii

 
l

lnwnwin )()(
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8.4 Z変換

8.4.1 Ｚ変換の定義
離散信号

 
のZ変換は次式により定義されている。

 
C

n dzzzX
i

nx 1)(
2
1)(


)(nx

)()]([ zXnxZ 

ただし、ｚは複素要素をとる複素変数である。また逆変換は

と定義される。ただし、積分路Cは収束領域内での原点を内部
 に含む反時間方向の円周路である。

表現を簡単にして

)]([)( 1 zXZnx 

)()( zXnx z
Z変換：
Z逆変換：







n

nznxzX )()(
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離散フーリエ変換とz変換との関係

   





n

nznxzX    





n

nii enxeX 

    


iez
i zXeX




z変換の式 離散フーリエ変換の式

信号処理においては通常
 

と仮定している。

 ieX

)(zX に
iez  を代入することにより

を求めることが出来る

iez 
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インパルスの定義δ(n)＝
 

1,    n＝0
0, n≠0

したがって

2δ(n-2)のＺ変換

  0( ) ( ) (0) 1n

n
Z n n z z  


 



  

 
2 2

2 ( 2) 2 ( 2)

2 (0) 2

n

n
Z n n z

z z

 








 

  

 


　　　　　　

8.4.2インパルスδ(n)のＺ変換

これはZ変換の時間シフトの性質という



19

(1)線形性

（2）時間シフト

が成り立つ

     1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

Z ax n bx n aZ x n bZ x n
aX z bX z

  

 

( ) ( )z kx n k X z z 

8.4.3 Ｚ変換の性質
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【例題４】
図示の信号をインパルスを用いて表し、Ｚ変換せよ

)1()(2)2(
)1(1)(2)2(1

)()()(






nnn
nnn

knkxnx
k





信号のインパルスでの表現：

信号のZ変換：

12

12

2
)0()0(2)0(

)]1([)]([2)]2([
)]1()(2)2([)]([












zz
zz

nZnZnZ
nnnZnxZ





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1 2( ) ( ) n

n n

x k x n k z
 



 

 
1 2( ) ( )X z X z

1 2( ) ( )
n

Z x k x n k




    


(３)たたみ込み

)()(

)()(

)()()()(

21

)(
21

)(
2121

zXzX

zknxzkx

zknxzkxzknxkx

k n

knk

n k

knk

n k

n

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　







 

  





























[証明]
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伝達関数(Transfer Function)

)]([)( nhzH 
)(
)()(

zX
zYzH 

または, 


Impulse response

h(n)
input
x(n)

output
y(n)







k

knxkhny )()()(

Time domain

Transfer function
H(z)

input
X(z)

output
Y(z)

)()()( zXzHzY 

Z domain

8.5システムの伝達関数
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•
 

Points!
–

 
伝達関数は入出力信号のz変換の比, あるいはインパルス応

 答のｚ変換で定義.

–
 

インパルス応答と伝達関数はシステムのまったく同じ情報を
 異なる形で持っている.

•
 

Example

))2()1()((
3
1)(  nxnxnxnySystem : のインパルス応答と伝達関数

インパルス応答

 

ｈ（ｎ）

 

( x(n)=δ(n) )

伝達関数H(z)

)2(
3
1)1(

3
1)(

3
1)(  nnnnh 

)1(
3
1)( 21   zzzH

kzknn  )]([,1)]([  

伝達関数とインパルス応答のZ変換
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





1

0
)()()(

N

k
knxkhny

【例題5】
ｚ変換で以下の非再帰型システムの伝達関数を示せ

1z

1z

1z

)0(h

)1(h

)1( Nh

)( zX )( zY

非再帰型システムの構成







1

0
)(])([)(

N

k

k zXzkhzY







1

0

)(
)(
)()(

N

k

kzkh
zX
zYzH

解答：
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• Points!
– 伝達関数は(N-1)次のz多項式として表現できる.

• Example
System : の伝達関数)2()1(2)()(  nxnxnxny

両辺をz変換すると, 

)]2()1(2)([)]([  nxnxnxny 

)]2([)]1([2)]([  nxnxnx 
21 )()(2)()(   zzXzzXzXzY

2121
)(
)()(   zz

zX
zYzH (order:2)

z多項式による伝達関数の表現
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1z

1z

1z

0a

1a

Ma

)(zX )(zY

1z

1z

1z

1b

Nb

再帰型システムの構成





N

k
k

M

k
k knybknxany

10
)()()(








 
N

k

k
k

M

k

k
k zYzbzXzazY

10
)()()(














 N

k

k
k

M

k

k
k

zb

za

zX
zYzH

1

0

1)(
)()(

定係数差分方程式

【例題6】
次式で示す再帰型システムの伝達関数を求めよ

n

n

M

k

N

k
kk

n

n zknybknxazny 

 

     ])()([)(
0 1

解答：

整数MとNの大きいほうの値がシステムの

 次数(order)となり、bｋ

 

=0 のとき非再帰型シ

 ステムと等価となる.
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0)( zH

)(zH
分子多項式の根z

 
：

 
システムの零点(zero)

分母多項式の根z
 

：
 

システムの極(pole)

• Points!
– 極配置と零点によってシステムの挙動が支配される.

伝達関数の極と零点
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)1(
3
1)( 21   zzzHSystem :                                       の極と零点を求めよ.

【例題7】

解答：

 

上式を書き換えると, 

)1(
3
1)( 2

2  zz
z

zH

03 2 z (重根)

0)( zH より

)(zH

012  zz

4
3

2
1,

4
3

2
1

0201 iziz 

010  pp zz

Im

Re1 1

j

j

2/1

: zero
: pole

零点：

極：
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8.7複素数による時不変システム例(発展)
離散ウェーブレット変換の計算：

0 128 256 384 512

20. 00

     0

-20. 00

0 128 256 384 512

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 128 256 384 512

20 . 00

     0

-20 . 00

0 128 256 384 512

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

)()2()(1 kcknand j

k

j  

)()2()(1 kcknbnc j

k

j  

信号処理システム：

Original signal Signal with shift of  one sample
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9.離散フーリエ変換とZ変換

9.1 フーリエ変換

9.2 離散フーリエ変換

9.3 離散時間フーリエ変換の性質
（１）線形性、（２）時間シフト、（３）たたみこみ、（４）周波

 数シフト、（５）周波数スペクトルの対称性

9.4 Z変換
9.4.1 Ｚ変換の定義, 9.4.2インパルスδ(n)のＺ変換
9.4.3 Ｚ変換の性質

（１）線形性、（２）時間シフト、（３）たたみこみ

9.5 システムの伝達関数
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演習問題III：

( )x n

( 1)x n 

（１）図１に示す

 

をＺ変換せよ

（２）図２に示す

 

をＺ変換せよ

（３）

 

をＺ変換せよ

（４）

 

のたたみ込みを求めよ

( ) ( 1)x n x n 

)1()( nxnx と

図１ 図２
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