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解説資料「部分空間法の今昔（上）」（出典：情報処理学会誌 Vol.49 No.5 pp.566-572）に関して，

以下の問いに答えよ。

1. 資料の式 (1)から式 (3)を経て式 (4)に至る導出過程を示せ（pp.567- 568）。

2. 式 6)から式 (8)の導出過程を示せ（p.570）。

3. 資料には”射影”という語句がしばしば登場する。以下，射影について概説する。

任意のベクトル bbb ∈ RRRn と bbbの部分空間 Sへの正射影 bbb′ の関係を下図に示す。
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部分空間 Sは r 個の１次独立なベクトル aaai ∈ RRRn , (i = 1, · · · ,r)により張られる空間である
とする。Sの基底はS = {aaa1 , aaa2 , · · · , aaar}で，次元は dimS = r < nである。

射影行列を PPP とすると PPPbbb = bbb′ である。bbb′ は RRRn の元であるが，S の基底 S に関す

る座標として bbb′ = x1aaa1 + x2aaa2 + · · ·+ xraaar = AAAxxx，と一意的に表すことが出来る。ただし

AAA = [aaa1 aaa2 · · · aaar] , xxx = t [x1 , x2 , · · · , xr]である。この段階では，(a) xxxと (b) PPPは未知である。

（a）xxxの導出

正射影 PPPbbb = bbb′ とは bbb− bbb′ が S のすべての基底ベクトルと直交する変換，すなわち
taaai(bbb−bbb′) = 0 , (i = 1, · · · ,r)のことであり，r 個の式をまとめると，t AAA(bbb−bbb′) = 000が

得られる。これより，tAAA(bbb−bbb′) = tAAA(bbb−AAAxxx) = tAAAbbb− tAAAAAAxxx = 000となるが，t AAAAAAは正

則であるので，xxx = (t AAAAAA)−1 tAAAbbbが導かれる。結局 xxxは，AAAxxx = bbbの最小二乗解である。

（b）PPPの導出

PPPbbb = bbb′ = AAAxxx = AAA(tAAAAAA)−1 tAAAbbbより，PPP = AAA(tAAAAAA)−1 tAAAである。

射影行列について，以下を示せ。

（1）PPP 2 = PPP，すなわち PPPはべき等行列である。

（2） tPPP = PPP，すなわち PPPは対称行列である。

（3）S が正規直交基底 {ϕ0 , ϕ1 , · · · , ϕr−1}であるとき，PPPは資料の式 (3)である。

※レポート作成上の注意は，これまで通りです。


